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§ 2. Dichten fur Punkte und Geradcn. 

Eine Bewegung in der EukMischen Ebene wird in rechtwinkügen 
Punktkoordinaten Xi , durch eine Substitution f olgender Art dargestellt . 

Xi = üio -f- <lll ^1* "f" ®12 ^2> 

X 2 — U 20 "{" U 21 X\ -f- Û22 

mit 

COS oc f ^12 — sm oc y 
«21 = + sin (X , a 22 = + cos oc , 

also 

(15) ^ = + 1 . 

Ct2i 0/22 

Dabei deuten wir die x^, x^ als Koordinaten eines Punktes j und die 
a:*, xf als Koordinaten in bezug auf dasselbe Achsenkreuz für den ent- 
sprechenden Punkt j*. 

Wir suchen uhs als „Mal3“ auf für die Punkte unserer Ebene ein Intégral 


(16) 



y X2) X2 5 


das bei „beliebiger“ Wahl des Bereichs 95 gegenüber allen Bewegungen 
(13) invariant ist. Aus (15) folgt 

(17) XiX2 — Xi.l2, 

und somit ergibt unsere Invarianzforderung 


(18) 



xf) Xt X 2 



X2) Xi ±2 . 


Da 93 beliebig gewàhlt werden kann, folgt daraus notwendig 

f{Xi, X 2 ) ^ f{xf, xf). 

Durch geeignete Wahl der Konstanten in (13) kann man einen festen 
Punkt ï in jedc Lage bringen.') Man drückt das so aus, daC man sagt: 
die Punkte der EukUdischen Ebene werden durch die Bewegungen 
trmmtiv vertauscht. Somit folgt aus (19) die Identitàt 


( 20 ) 


f{Xi, X 2 ) = konstant. 


Somit ist der Flàcheninhalt 

( 21 ) 



(abgeseUn von einem festen Faktor) das einzige invariante PunktmafS der 
Euklidischen Geometrie. 


1) Schon die „Schiebungen“ a;, = a,o + reichen dazu aus 
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Vorwort. 


Wohlbeleibte Bûcher sind heutzutage aus naheliegenden Gründen un- 
beliebt. Ich versuche deshalb diese Vorlesung, die der geometrischen 
Schônheit des Intégral begriff s gewidmet ist, ,,stotternd“ erscheinen zu 
lassen. Dabei spielt auch die Hoffnung eine Rolle, weitere Mitarbeiter 
an dem reizvollen Gegenstand zu gewinnen zumal^unter meinen Zu- 
hôrern, die diese Hefte neben der mündlichen Vorlesung benutzen. Wenn 
die Grundlagen dieses Zweigs der Geometrie noch nicht allen berechtig- 
ten Anforderungen an Allgemeinheit und Strenge genügen, so wird das 
hoffenilich nicht allzusehr den Reiz seiner saftigen Früchte schmàlem. 
Am anziehendsten an diesem Stoff ist vielleicht das neue Licht, das 
hier auf Fragen fàllt, die ich vor zwei Jahrzehnten in ‘dem Büchlein 
,,Kreis und Kugel“ behandelt habe. 

Das vorliegende erste Heft betrifft die ebene Euklidische Geometrie, 
das zweite, das ich jetzt vorbereite, die Geometrie auf der Kugelflàche. 
Zwei weitere sollen 1936 den AbschluB bringen. 

An Vorkenntnissen ist nur einiges wenige an Infinitesimalrechnung 
und analytischer Geometrie erwünscht. 

Das Schriftenverzeichnis am SchluB verdanke ich Herrn W. Burau, 
und bei der Korrektur haben mich die Herren K. Henke, E. Kâhler 
und P. Walberer unterstützt. 

Auf Hvar, den 13. September 1935. 
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Einleitung. 

Die geometrischen Fragen, mit denen wir uns hier beschâftigen werden, 
entstammen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Man spricht von ,,greo- 
metrischen Wahrscheinlichkeiten‘\ wenn'die betrachteten Môglichkeiten 
von stetigen Verânder lichen abhângen. 

Das klassische Beispiel etwa aus der Zeit von 1760 ist das sogenannte 
Nadelprohlem von G. L. L. Comte de Buffon. Auf einer wagerecbten 
Tafel sind in gleichen Abstânden parallèle gerade Linien gezogen. Man 
werfe nun auf diese Tafel eine Nadel und frage nach der Wahrschein- 
lichkeit, daû sie in ihrer Ruhelage eine Linie trifft. Nimmt man an Stelle 
der Nadel ein wenig allgemeiner eine konvexe Scheibe, so tritt in die 
Rechnung das schon 1841 von A. Cauchy betrachtete Intégral 

+ « 

U =fp{<p)d(p 

ein, das gleich dem Umfang der Scheibe ist, wenn p den Absti ^ der 
Tangente (Stützgeraden) an die Scheibe in Richtung 97 von einer ,sten 
Punkt der Scheibe bedeutet. Durch dieses Intégral Cauchy s wi hàm- 
lich in gewissem Sinn die ,,Anzahl“ aller Geraden gemessen, die unsre 
Scheibe treffen. 

Im dreidimensionalen Raum Euküds treten neben dem Punktinhalt 
von Figuren, der durch das Intégral 

V — J dx dy dz 

gemessen wird, zunâchst noch zwei andere auf, das Ehenmaji, 

ein dreifaches Intégral, und das Geradenma/S, ein vierfaches Intégral. Bei 
einem konvexen Kôrper ist das EbenmaB gegeben durch das zuerst von 
J. Steiner 1840 betrachtete Intégral der mittleren Krümmung und das 
GeradenmaB durch die Oher floche. Als vielleicht wichtigstes MaB tritt 
dazu das „Kinemati8che“ , ein gewisses sechsfaches Intégral, das zuerst 
1896 von H. Poincaré benutzt wurde. 

Die merkwürdigen Wechselbeziehungen zwischen solchen Integralen, 
zu denen man hier ganz notwendig geführt wird, sollen den Gegenstand 
dieser Vorlesung bilden, wâhrend die Beziehungen zur Wahrscheinlich- 
keitsrechnung zurücktreten. Daher auch die Wahl des Titels. 



2 Einleitung 

Wâhrend ieh ein ausführliches Schriftenverzeichnis auf das Ende ver- 
sohiebe, môchte ich hier nur das für uns Wichtigste hervorheben. 

Gmndlegend ist die besonders anziehende kurze Schrift von M. W. 
Crofton, On the theory of local probability . , Philosophical Trans- 
actions of the Royal Society 158 (1868), S. 181 — 199. An lehrbuch- 
artigen Darstellungen gibt es zwei, nâmlich E, Czuber, Greometrische 
Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte, Leipzig bei Teubner 1884 und 
R. Deltheil, Probabilités géométriques, Paris bei Gauthier-Villars 1926. 
Insbesondere habe ich aber hier vieUach eine besonders schône Vorlesung 
von G. Herglotz über geometrische Wahrscheinlichkeiten benutzt, die 
er in Gôttingen im Sommerhalbjahr 1933 gehalten hat und von der mir 
eine Ausarbeitung zugànglich ist. Ich selbst habe im Winter 1934—36 und 
im Sommer 1935 in Hamburg über diesen Gegenstand Vorlesung gehalten 
und werde im Herbst 1935 in Sofia darüber lesen und habe zusammen 
mit Zuhôrern von mir eine Reihe von Schriften unter dem Obertitel 
,Jntegralgeometrie“ zu verôffentlichen begonnen. 

Mit dieser anspruchsvoUen Benennung môchte ich auch andeuten, daû 
hier der „Differentialgeometrie“ verwandt und gleichwertig ein jüngerer 
Sprofi der Geometrie zu wachsen begonnen hat, der mir wegen der Schôn- 
heit und Allgemeinheit seiner Ergebnisse und der Einfachheit seiner 
Mittel der Beachtung wert erscheint. 



I. Ebene Euklidische Geometrie. 


§ 1. Mehrfache Intégrale. 

Die von G. W. Leibniz 1676 eingeführte Schreibweise für Intégrale 

b 

( 1 ) 

a 


hat den wesentlichen Vorteil, dafi bei Einführung einer neuen Inte 

grationsverànderlichen 

(2) x = 


wobei <p etwa monoton wachsend und stetig differentiierbar sein soll, ge- 
wissermafien von selbst das richtige Ergebnis herauskommt, nâmlich 


(3) 


-/> 




(p{(x) = a, <p{^) = b. 


Man kann nun durch eine einfache Vereinbarung erreichen, daB dieser 
Vorteil auch bei mehrfachen Integralen erhalten bleibt, indem man nâm* , 
lich fordert, daB die bei mehrfachen Integralen auftretenden formalen 
Produkte von Differentialen alternierend sein sollen, das heiBt bei Ver- 
tauschung zweier benachbarter das Vorzeichen ândern sollen. Es sei nâm- 
lich (wir schreiben auch bei mehrfachen Integralen im allgemeinen nur 
ein Integralzeichen) 

(4) J = J f{Xi, X 2 , x„) dxidx^ ... dx„ 

und 

(6) X{ ~ Xf (f J > ^2 » • • • » ^n) (i I » 2 , . . . , n). 


Wir nehmen an, die Funktionen seien im Gebiet SS* des l^-Raumes mit 
EinschluB des Bandes von S3* stetig differentiierbar, ihre Funktional- 
determinante 


(6) 



+ 0 


in S3* und das Abbild von 93* im a;<-Raum sei das schlichte Integrations- 
gebiet 93 von J. Dann wird „ 


(7) 


d Xi 



k-l 



4 Ebene Euklidische Geometrie 

und wir finden, weim wir die Produkte der als alternierend voraus» 
setzen, 

( 8 ) dxidXÿ . . . dx„ = D diidiz . . . din- 

Somit ergibt sich auch hier nach unserer Vereinbarung über das Alter- 
nieren der Produkte von Differentialen von selbst die richtige Substitu- 
tionsvorschrift iür mehrfache Intégrale, nâmlich 

( 9 ) J x„(^)) Ddi, . . . 

Da wir nur erste Differentiale brauchen, wird neben der Leibniz - 
schen Schreibweise hier auch zweckmâBig die an I. Newton angelehnte 
verwendbar sein, die wir erhalten, wenn wir an Stelle von 

( 10 ) dXi = Xi 

schreiben. Es wird also im folgenden stets die Vereinbarung 

( 11 ) dxidxy.=^ XiXy. — — XkXi 

gelten, die uns das Schreiben langer Determinanten ersparen wird. 

Unsre Vereinbarung kann ausgebaut werden zu einem Rechen- 
verfahren mit „aujieren Ableitungen“ , das im Zusammenhang mit 
Gedanken von H. Grassmanns ,,Ausdehnungslehre“, insbesondere von 
H. Poincaré und E. Cartan ausgebildet wurde und auf das wir spâter 
zurückkommen werden. Hier in diesem ersten Teil wird die einfache Ver- 
einbarung über das AUernieren ausreichen.^) 

Neben dieser Schreibweise werden wir im folgenden noch den Satz über 
die V ertauschbarkeit der Integrationen als wesentlichstes Beweismittel an- 
zuwenden haben, der im einfachsten Fall so lautet; 

bd d b bd 

( 12 ) f J f{x, (p) xÿ ÿj f{x, y) X =J xJ f{x, y)ÿ. 

a c c a a c 

Dies stimmt z. B. sicher, wenn der Integrand / stetig ist. Damit ist fast 
ailes erschôpft, was im folgenden an mathematischem Handwerkszeug 
benôtigt wird. Es kommt dazu nur noch einiges wenige über analytische 
Geometrie. 


1) Alternierende Produkte von Differentialen wurden für die in diesem Buch 
vorliegenden Ziele zuerst angewandt von E. Cartan, Le principe de la dualité . . ., 
Bulletin de la Société Mathématique de France 24 ( 1896), S. 140 — 177. Eine moderne 
Darstellung dieser Rechenart bei E. Kâhler, Einführung in die Théorie der Système 
von Differentialgleichungen, Leipzig bei Teubner 1934. 
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Ebené Euklidisohe Geometrie 


Wir nennen den Integranden eines invarianten Mafies eine Dichte und 
bezeichnen sie mit deutscben Buohstaben, also in unserem Fall 

( 22 ) — 


Wir werden also den Punkt («i, und seine Dichte XiX^ mit demselben 
Buohstaben ï bezeichnen. 

Genau so wie fur Punkte kdnnen wir für die Geraden in der Ebene 
Euklids (im wesenthchen, d. h. bis auf einen festen Eaktor nur auf eine 
Art) eine Dichte einführen. 

Eine Gerade g kônnen wir etwa festlegen durch einen ihrer Punkte 
ï = (a?! , X2) und durch einen Einheitsvektor 

(23) t) = (Vi , 1^2) = (cos 93 , sin ç>) 


senkrecht zu g. Dann, behaupten wir, ist 


(24) 


g = (*1 cos 93 + ^2 93) (p 


die gewünschte Dichte. Dabei werden wir nachtràglich zu zeigen haben, 
daB immer dieselbe Dichte g entsteht, wie wir auch j auf g wâhlen 
( W ahhnvarianz ) . 

Um zunâchst nâmlich die Bewegungainvarianz einzusehen, genügt es 
zu beachten, daB beide Eaktoren unseres alternierenden Produkts, 
nâmlich 

(26) Xi cos 93 d- *2 sin93 = x^Vi + 


und ^ einzeln gegenüber (13) erhalten bleiben. 

Es ist nâmlich 

2 2 

(26) ccj = xt, Vi == vf 

ib-l 

und daraus 

(27) ^XiVi = ^x*vf. 

Andrerseits kônnen wir nach (13) setzen 

(28) = 

und daraus fc lurch Ableitung 

(29) ^ 

An zweiter Stelle ist die Wahlinvarianz zu zeigen, daB nâmlich die 
Dichte g nicht von der Wahl des Punktes % auf der Geraden g abhângt. 
Wir nehmen auf g einen anderen Punkt j: 

il = »! — rvj, 

^ — «a + rvi 


( 30 ) 




§2 

und finden 
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(31) 

Daraus ist weiter 


Xi= % — rva— rvj, 
= «a + rvi + rvi . 


(32) XiVi + XgVg = stiVi + XaV2 — r(ViV2 — Vg^i) 
oder, da nach (23) 

(33) ^=ViVa — VaVi 
ist, folgt 

(34) XiVi + ara Va = + aCgVa — 

und somit 

(36) g = (z^Vi + XaVa) ç> = (sCi Vj + XaVa) ^ = g . 


Dabei ist zu beachten, dafi = 0 ist wegen des Alternierens unserer 
Produkte. In (35) ist die behauptete Wahlinvarianz enthalten. 

Die Behauptung, daû die gefundene Geradendichte g bis auf einen 
festen Faktor die einzige gegen (13) invariante ist, wird wie vorhin bei 
der Punktdichte aus der Tatsache hergeleitet, daÔ die Bewegungen (13) 
auch die Geraden tranaitiv vertauschen. 

Wir geben noch weitere Ausdrücke für die Oeradendichte g. 

Setzen wir 

(36) XiVi + X 2 V 2 — Xi cos 9 ? 4- X 2 siiKp = P, 


wobei P den Abstand unserer Goraden vom Ursprung bedeutet, so finden 
wir 


(37) Xi COS 9 J + X 2 sinç) + (— ar^ sinç; + X 2 cos (p)(p = 

und somit nach (24) 


(38) 




V 


Führen wir zweitens den FuQpunkt Ij des Lotes vom Ursprung auf 
unsere Gerade g ein 

( 39 ) (2/1, 2/*) = (pvi, pva), 


80 finden wir 
(40) 


2/1 = + pvi, 

2/2 = + V'vt 


und daraus wegen (33) und v^Vg = 0: 

(41) ^ = ÿiÿg = PÎ>(ViVa — VjVi) = ppvp. 




3 Ebene Euklidische Geometrie 

Danach ist also auch 


(42). 



Unsere Gerade hat die Gleichung 


(43) 


XiVi + aJaVg = P 


in den laufenden Koordinaten Xi, x^. litre Schnittpunkte mit den Aohsen 
sind demnach für VjVa 4= 0: 


(44) 

Daraus folgt 

(45) 


(a.= i,0) und (o, 




SehlieÔlich noch eine weitere Formel für die Geradendichte g, die den 
Vorzug grôfierer Symmetrie besitzt. Wir denken uns die Gerade durch 
zwei ihrer Punkte mit dem Abstand t erklârt, so daC wir setzen kônnen 


(46) 


Vi — ^1 — i siii T > 

2/2= ^2+ <C08 9?. 


Daraus folgt für die Ableitungen 

Vi= Xi — t sin œ 

(47) yi 1 P 

ÿa = ia + « cos (p 

und hieraus weiter 


— t cos (p ÿi , 

— t sin (p ^ 


(48) cos 9? 4- ÿa sin ç? = {xi cos 93 + ata sin 93 ) — / ^ . 


Durch Multiplikation linker Hand mit atj cos 95 + atg sin 93 ergibt sich 
nach (24) die gewünschte symmetrische Formel 

(49) O = — y + ât; si n y) {y^ cos 93+^2 sin y>) 


Dabei sind x^ cos 93 + x^ sin 93 , cos 93 + sin 93 die „Verrückungen“ der 
Punkte ï, ^ normal zu g und t der Abstand dieser Punkte. 

Es ist bemerkenswert, dafi wir hier eigentlich immer gerichtete (— orien- 
tierte) Geraden verwendet haben, da der Normalenvektor % , und da- 
mit 93 mod 2 jr festgelegt wurde. In diesem Fall konnten wir auch p 
mittels (36) eindeutig erklàren. Die Gleichungsform (43) unserer Geraden 
wird als die „Normalform Hesses“ bezeichnet. 

Die „Orientierung“ oder „Ausrichtung“ einer Geraden in der Ebene 
kann auf zwei Arten erfolgen. Entweder, wie wir dies hier bisher gemacht 
haben, indem man dem Einheitsvektor t) ihrer Normalen einen be- 




§ 3 Kurvenlânge als Geradeninhalt 9 

stimmten Sinn erteilt oder indem man den Einheitsvektor w auf der 
Geraden festlegt. Den eindeutigen Zusammenhang dieser „inneren“ mit 
der früheren ,,àufîeren“ Ausrichtung unserer Geraden kann man dadurch 
herstellen, dafi man fordert 

(50) = + 1 . 

d. h. die Einheitsvektoren 0 , to sollen ebenso aufeinanderfolgen wie die 
Einheitsvektoren auf den Achsen. Wir sagen, t» weist auf das rechte Ufer 
der durch Angabe von to gerichteten Geraden g (Fig. 1). 

Erklàren wir den Abstand eines Punktes j von g durch 
die Formel 

(51) P — (aJi^i + X 2 V 2 ) — P — cos 9 ? + a ?2 sinç?), 

so ist dieser Abstand eindeutig erklârt. Punkte auf dem 
linken Ufer von g haben positiven Abstand von g. Die 
gerichtete Gerade g dreht also um die Punkte, die von 
ihr positiven Abstand haben, nach links, p ist der so 
gemessene Abstand des Ursprungs von g. Die Gesamtheit der (reellen) 
Geraden der Euklidischen Ebene ist durch die der gerichteten Geraden 
doppelt überdeckt. 

Der Gedanke, neben den Punkten auch für die Geraden eine Dichte 
einzuführen, ist zuerst von M. W. Crofton in der zu Anfang genannten 
Schrift von 1868 eingeführt worden. Die im wesentlichen eindeutige 
Bestimmtheit der Geradendichte durch ihre Invarianz gegenüber Be- 
wegungen scheint zuerst von H. Poincaré in seiner Vorlesung über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung von 1896 hervorgehoben zu sein und von 
E. Cartan in der in § 1 genannten Arbeit aus demselben Jahre. 

Wie überraschend fruchtbar Crofton s Gedanke ist, wird sich in den 
folgenden Abschnitten erweisen, von denen § 3— § 8 in der Hauptsache 
von Crofton^) stammen. 

§ 3. Kurvenlânge als Geradeninhalt. 

Hat g die in § 2 (24) erklàrte Bedeutung der Geradendichte, so kOnnen 
wir das Doppelintegral 

( 52 ) / 9 

erstreckt über eine Menge von Geraden als oder nach Crofton 

vielleicht auch als „Anzahl‘‘ der Geraden dieser Menge uns verdeutÜchen. 

1) Morgan William Crofton ist geboren in Dublin (Irland), von wo so her- 
vorragende Geometer wie W. R. Hamilton und G. Salmon hervorgegangen sind, 
am 27. 6. 1826 als Sohn des Reverend W. Crofton. Er war von 1870—^4 Professer 
für Mathematik und Mechanik in der Militârakademie London (Woolwich) und 
starb am 13. 5. 1915. 
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Ebene Euklidisohe Geometrie 


Wir gehen nun in diesem Sinne daran, die Anzahl aller Geraden ahzuzahlen, 
die eine Kurve ® treffen. Dabei wird die Geradendichte g immer poaitiv in 
Rechnung zu stellen sein : g = 1 g | .^) ^ sei gegeben durch die Funktionen 


(63) 


X 2 = x^it), 0 ^ ^ 1 , 


die wir etwa als stetig ableitbar nach t voraussetzen derart, daB die 
Ableitungen Xi (t) , x^ (<) nie gleichzeitig verschwinden. Ferner soll etwa 
die Anzahl der Schnittpunkte von ® mit einer be- 
liebigen Geraden stets ^ einer festen Zabi N sein. 
Man nennt die kleinste Zabi N mit dieser Eigen- 
schaft die „Ordnung‘^ von ^ (wohl auch ,,Rea'btàt8- 
ordnung“). 

Wir wollen uns die Geraden g zunâchst gerichtet 
denken nnd nur die von einem Punkt j von ^ aus- 
gehenden betracbten, die aufs linke Ufer von ® 
weisen, sobald man auf ^ in Richtung wachsender s 
fortschreitet (Fig. 2). Dann haben wir, wenn s die Bogenlânge von ® 
nnd T den Winkel der Kurventangente mit der x-Achse bedeutet, 

(64) Xj_'i — è cos T, x^i = è sin t; t — 

Wenn wir in das Intégral (62) die Verânderlichen t, (p einführen, so wird 



1 ^*^2 


(66) 


Ç J {x^ cos 9 ? + X 2 sin <p) l^ — J* n g , 

0 7t 


wobei n die Anzahl der „positiven“ Schnittpunkte der gerichteten Ge- 
raden g mit ^ ist, an denen g auf das linke Ufer von ^ weist. Wir finden, 
wenn wir 5 und <p als Integrationsverânderliche nehmen, 


. * 
L * + "2 


(66) y*cos (t — 9?)5^, 

0 71 

"“2 

wenn L die Lange von ^ bedeutet. Wegen 
. « 

■2 * + î 

( 67 ) / cos (t — 95)^ = — [sin (t — 9!>)] = [sin (97 


*+- 


r)] 


7t 

"2 


7t 
*“2 


1) Die Festaetzimg, da^ die IHckten poaitiv zimehmen, aind gilt im folgendm 
dwrehweg. Erst bei feineren XJntersuohungen würden die Vorzeichen eine Belle 
spielen. 
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§ 3 Kiirvenlâmge als Geradeninhalt 

erhalten wir aus (56) 

(58) y*W0=2L. 

Betrachten wir zwei gegensinnig zusammenfallende gerichtete Geraden 
Qi, 02 uiid Wi, ^2 ihre im früheren Sinn „po8itiven“ Schnittpunktzahlen 
mit Dann ist 

(69) + Wa = w 

die Gesamtzahl der Schnittpunkte der nicht gerichteten Geraden 0, die 
mit den 0< zusammenfâllt, mit 

Damit finden wir Crofton s Ergebnis : 

Für die ungerichteten Geraden g, die eine ebene Kurve ^ treffen, ergibt 
sich 

( 68 ) 

wenn n die Schnittpunktzahl von 0 mit ^ und L die Lange von ^ ist. Dabei 
tritt in (58) rechts kein neuer Faktor 2 auf, da jede ungerichtete Ge- 
rade genau zwei gerichtete trâgt. 

Bei dieser Überlegung wàren die Tangenten an besonders zu behan- 
deln. Aber die machen nichts aus, da ihr MaB Null ist. Die Formel (58) 
gilt für jeden Kurvenbogen, der den Voraussetzungen (63) genügt. Der 
Gültigkeitsbereich erweitert sich aber sofort auf jede „Kurve“, die sich 
in beliebiger Weise aus endlich vielen solchen Bôgen zusammensetzt. 

Wenden wir uns insbesondere dem einfachen Sonderfall zu, daB ^ 
eine Eilinie ist, d. h., wie man auch sagt, eine geschlossene konvexe 
Kurve, also eine geschlossene Kurve der Ordnung 2. Für Ëilinien gilt 
nach (68) 

(« 0 ) 

wenn U den Umfang der Eilinie bedeutet und wenn wir wieder das 
Intégral über aile (ungerichteten) Geraden erstrecken, die die Eilinie 
treffen. Insbesondere ist das MaB aller Geraden, die eine Strecke treffen, 
gleich ihrer doppelten Lange, wie man aus (58) oder (60) folgert. 

Von der Formel (60) von Crofton ausgehend kommt man in ein- 
facher Weise zu der eingangs erwâhnten Formel von Cauchy für den 
Umfang einer EUinie. Erinnern wir uns nâmlich an (38), daB Q = p^ war, 
und erstrecken wir die Intégration (etwa unter derÂnnahme, der Ursprung 
liege im Innem der Eilinie) nach p von NuU bis ^(95) , so finden wir 
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«nd das ist die Formel von Cauchy.^) Darin bedeutet ^(9?) die „8tütz- 
funktion“, die den Abstand der Tangente vom Ursprung in der Abhângig- 
keit von ihrer Richtung angibt. 

Wenn wir nun wieder eine ,,beliebige“ offene oder geschlossene Linie ^ 
betrachten, so folgt sofort, dafi das Intégral 

(62) fs=U 


ist. Dabei deutet g ^ den Durchschnitt von g mit ^ an und U den Umfang 
der ,,konvexen Hülle“ ^ von d. h. die Randlànge des kleinsten Ei- 


gebiets, das ^ enthâlt (vgl. die Fig. 3). Die Begrenzung von kann man 


Si 



Fig. 3. 


sich mechanisch als Lage eines geschlossenen 
elastischen Fadens vorstellen, der um il' gespannt 
wird (in der Fig. 3 punktiert). Es trifft nâmlich 
jede Gerade, die iî trifft, auch iî, und es gibt 
keine Gerade, die É trifft, ohne zu treffen. 
Diese Eigenschaft ist neben der Konvexitàt 
für die konvexe Hülle kennzeichnend. 


An diesem Beispiel sieht man zum erstenmal, wie die Fragen der Inte- 
gralgeometrie eng mit der Lehre von den konvexen Gebilden verknüpft 
sind, die seit Archimedes ein beliebtes Betatigungsfeld der Geometer 
gebildet bat, das wir hier noch oft streifen werden und über das man sich 
in einer kürzlich (1934) von Bonnesen und Fenchel erschienenen aus- 
gezeichneten Schrift unterrichten kann.®) 

Wir haben über die betrachteten Kurven erhebliche Einschrànkungen 
gemacht, die sich leicht abschwàchen lieBen, z. B. wenn man unter n die 
Anzahl der getrennten Strecken betrachtet, aus denen der Durchschnitt 
tg besteht, wie das bei J. Hjelmslev geschieht. Auch kônnte man die 
„Lànge“ einer Punktmenge ® durch das Intégral (56) einführen, wie das 
H. Lebesgue und J. Favard getan haben. Wir wollen aber in diesem 
Büchlein lieber enge Voraussetzungen in Kauf nehmen, um uns nicht 
durch das Gestrüpp mengentheoretischen Kleinkrams den Aufstieg zu 
,,anschaulichen“ Ergebnissen zu erschweren. Allerdings ist der Begriff der 
„Anschaulichkeit“ sehr unbestimmt, da die meisten Geometer ihr eigenes 
Arbeitsgebiet (oder das des eigenen Volkes) als ,,anschaulich“ und das 
der andern als ,,abstrakt“ oder ,,formar‘ anzusehen pflegen. Immerhin 
wàre es aber doch wohl lohnend, die Grundlagen unserer Integralgeome- 
trie in zweckmàfîigerer Allgemeinheit zu klàren und auszubauen. 


1) A. Cauchy, Note sur divers théorèmes relativs à la rectification . . ., C. R. 
Paris 13 (1841), S. 1060—65. 

2) T. Bonnesen und W. Fenchel, Théorie der konvexen Kôrper, Ergebnisse 
der Mathematik , . 8, Berlin bei J. Springer 1934. 



§ 4 ^in Invarianzsatz der Optik X3 

Nooh eine Bemerkung. Zàhlt man die Schnittpunktszahl einer offeilen 
gerichteten Kurve 0 ^ i ^ 1 mit dem Anfangspunkt a:( 0 ) und 

dem Endpunkt a;(l) mit einer gerichteten Geraden g bei der Berechnung 
von n mit + 1 etwa, wenn g ins linke Ufer von ^ eintritt, und sonst mit 

— 1 , so ergàbe sich als Wert von J'n g die doppelte Entfernung der Punkte 
a;( 0 ) und x(l). 

§ 4. Ein Invarianzsatz der Optik. 

Hier soll jetzt auf einen Zusammenhang unsrer Überlegungen mit der 
geometrischen Optik hingewiesen werden. 

Nehmen wir in unserer Ebene eine feste Kurve deren Punkte j(s) 
auf die Bogenlânge a von ^ bezogen sind. Dann kônnen wir (im Kleinen) 
eine Gerade g der Ebene durch einen Schnittpunkt j mit also durch 
Angabe des zugehôrigen s und durch die Richtung 99 ihrer Normalen fest- 
legen. Für die Dichte g haben wir dann nach (56) ge- 
funden 

(63) g = cos (t — 99 ) 5 9 ? , 

wenn t die Tangentenrichtung in j an ^ angibt. 

Setzen wir (vgl. die Fig. 4) 

9’ + î = y. 

71 



worin y die Richtung der Geraden g und v die Richtung der Normalen 
an ^ in j angibt, so haben wir 

(65) â = y — V ~ 71 — (t — 99 ) , 


wenn & den ,,Einfallswinker‘, d. h. den Winkel zwischen der Kurven- 
normalen und g bedeutet. Somit ist 


( 66 ) 


g = — cos û • èq) 


Führen wir auch noch die Krümmung von in a: ein, nâmlich 


(67) 



80 kônnen wir (66) so umformen; 

(68) g = + r • d sin^ • 0^99. 

Wir wollen nun annehmen, die ,,Strahlen“ g sollen an der Kurve ^ 
nach dem Brechungsgesetz von Snellins „gebrochen“ werden. Mit anderen 
Worten ohne physikalische Einkleidung: Jeder Geraden gi durch %{8) 

B 1 a 8 c h k e , Integralgeometrie 2 
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mit dem Einfallswinkel wird eine andre durch denselben Punkt 
ï(«) von ® derart zugeordnet, dafi 


(69) 


smûi _ Cl 
sin^2 Cj 


fest ist. Die sind die Lichtgeschwindigkeiten an beiden Ufem von 
Wir finden nach (63) 


(70) 


01 £i . 

02 ®2 


Das heiBt also : Bei Brechung ist unsre Dichte bis auf einen festen Faktor 
invariant. 

Lassen wir einen Strahl durch ein optisches Instrument (der ebenen 
Optik) durchwandern, wobei der Strahl schlieBlich wieder in das Aus- 
gangsmedium zurückkehrt, so haben wir wegen q = c„ 


(71) .5? . . . £îl=j = 1 

Cj C3 c„ 

und finden : 

Bei Durchgang durch ein optisches Instrument ist die Strahlendichte, 
abgesehen vom Vorzeichen, invariant. 

Aus (70) ergibt sich insbesondere für den Fall einer Spiegelung an einer 
Kurve ^ 

9i ~ 62 • 

Das gefundene Ergebnis ist ein Sonderfall allgemeiner Sâtze aus der 
Optik (oder der Variationsrechnung), die am allgemeinsten von 
Liouville, h. Poincaré undE. Cartan gefaBt wurdenund auf die ich 
noch zurtickzukommen hoffe. 

Es wâre vielleicht zu untersuchen, ob und wieweit sich „jede“ Geraden- 
transformation g^ — >• gg in der Ebene unter geeigneten Regularitâts- 
annahmen durch eine Polge von Spiegelungen an Kurven verwirklichen 
lâBt, wenn bei dieser Transformation die Dichte invariant ist. 


§ 5. Treffgeraden zweier Eilinien. 

Wir kehren zum Gegenstand von § 3 zurück und suchen nach Crofton 
die „Anzahr‘ aller Geraden, die zwei Eilinien gleichzeitig treffen. 

Wir nehmen zunàchst an, und 
^2 liegen getrennt, haben also zwei 
„innere“ Tangenten gemein, deren 
Schnittpunkt § heiBen soll (Fig. 6). 
Die konvexe Hülle (§ 3) einer Punkt- 
menge SJî goll giJÎ heiBen, und wir 
führen die Benennung 

(73) -f ê = ein. 




§ 5 Treffgeraden zweier Eilinien 15 

Wir betrachten die Summe der Treffgeraden von ^ und derer von 
Sie enthâlt nur die Treffgeraden der Hülle ^ ^ und 

zwar genau aile die Geraden doppelt, die sowohl wie ^ treffen. 
Somit gilt für die zugehOrigen Geradenanzahlen 

(74) U m) + U (t*) = U (t7+^) + U,, , 

wenn wir mit die gesuchte Anzahl der gemeinsamen Treffgeraden 
von ^ 1,^2 oder, was dasselbe ist^), von bezeichnen. Somit folgt 

(75) U,, = U (tf) + U {^*) - U (i; + %) . 

Da nach § 3 die Anzahl der Treffgeraden einer konvexen Punktmenge 
gleich ihrem Umfang ist, finden wir das Ergebnis von Crofton (Seil- 
liniensatz) : 

Die Anzahl der Geraden, die sowohl Sîi wie treffen, ist gleich 
dem Umfang der gekreuzten Seillinie U (^*) + U (^), die und ^2 
schlieftt, minus dem Umfang der glatien Seillinie U{^i + ^ 2 ) “^rn und 

Als Seillinien sind dabei die Gleichgewichtslagen geschlossen elasti- 
scher Bander um die Eilinien Sîj bezeichnet. In der Fig. 5 ist die glatte 
Seillinie punktiert und die gekreuzte dick. 

Wenn Sti und 5^2 sich schneiden, findet man âhnlich 

(76) U,^ = U (Stj) + U (â\) - U Câ^r-Tta)- 


Bestimmen wir noch die Anzahl der Geraden, die zwischen und ^2 
laufen. Wir finden dafür 

{U{^)-u{^,)] + {U im) - U i^,)} 

-■= { U (^f ) + U (SI*) } - { 1/ (^ 1 ) + U (5t,) } . 

In Worten : 

Die Anzahl der Geraden, die und ^2 trennen, ist gleich dem Umfang 
der gekreuzten Seillinie um ^2 weniger der Summe der Umfan^e 

der ^j.2) 

Für die Anzahl der Geraden, die die Hyperbel 

.îl + = 1 

O» ^ 

nicht treffen, findet Crofton den Wert 



1) Das stimmt bis auf die Geraden durch §, und diese haben das Maû Null. 

2) Diese Ergebnisse in der Arbeit von Crofton, Phil. Trans, 168 (1868), Nr. 6, 6, 7, 
S. 186—186. 


2 * 
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Den Fall von drei und mehr Eilinîen und ihren gemeinsamen Treff- 
geraden hat Croftons Vorgânger im Lehramt an der Militârakademie 
in Woolwich, der witzige und bewegliche Jude J. J. Sylvester behan- 
delt.^) Es ergeben sich dabei schon bei drei Eilinien zahlreiche Fallunter- 
scheidungen. 

§ 6. Punktepaare, Geradenpaare. 

Wir nehmen ein Paar von Punkten ^ an, betrachten die zugehôrigen 
Punktdichten 

(79) ï= ^ 


und wollen aus ihrem alternierenden Produkt jl) die Dichte g ihrer Ver- 
bindungsgeraden als Faktor herausziehen. Gibt (p die Normalenrichtung 
zu g wie in § 3 , so haben wir 

ï = {xi oo 8 (p + «2 sinç)) (— ±1 sin<j9 + cos 9?) , 

( 80 ) 

^ = {ÿi cos 95 + ÿg sinç)) (— sin9? + ÿg cos 99) . 

Für das Produkt folgt dann mittels ( 49 ) 

( 81 ) ïJ) = + <g(— sinç? + ^2 coS9?)(— sin9? + cos<p). 


^ s- - Wahlen wir auf jeder Geraden Q(u,v) einen 

i. ^ Punkt p(u, v), wobei u, v ,,beliebige“ Para- 

V (T 1) 9 meter bedeuten ! Dann kbnnen wir setzen 

Fig. 6. (Fig. 6) ; 


( 82 ) 


Xi = Pi — r sin 9? , Vx — Pi — s sin 9? , 
Xz = P2 + r co 8 <p, = Pi s cos <p 


und finden daraus 


— ±1 sin 93 4- ^2 cos 99 = — Pi sin (p + Pi cos 93 -f r , 

(®^) . . , . . . 

— ÿi sm 93+2/2 cos f — — Pi sin 93 + pa cos 93 + s . 

Nun ist aber 


(84:) SPi=9P2 = 9, 

denn g enthàlt den Faktor ùv und pi ist eine Linearkorabination von û 
Daher ergibt sich 

( 85 ) ip = t<^rè 

oder 


( 86 ) 


= (5 — r) gfâ 


V. 


1) J. J. Sylvester, On a funicular solution of Buffons „Problem of the 
needle . . Acta Mathematica 14 (1890 — 91) S. 186 — 206. Dort zu Anfang und 
zu Ende der Arbeit einige geschichtliche Angaben. 




§ 7 Piinktepaare, €}eradenpaare 17 

Dabei ist t die Entfernung von ^,15, und r kônnen wir als Dichte von %in q, 
s als Dichte von 15 in g bezeichnen. 

Leiten wir nun die entsprechenden Formeln für Oeradenpaare her. 
Nehmen wir zwei Geraden g, durch denselben Punkt j mit den 
Normalenrichtungen q>, y), dann haben wir nach § 2 (24) 

g = (il cos ç) 4- ^2 sin q>) ip , 

(87) 

= (il cos + i2 sin y)) 

Wegen 

(88) (il cos 9? + i2 sin 9?) (il cos tp x^, sin xp) = ig sin {tp — 9?) 


folgt daraus die gewünschte Formel 


(89) 


gt) = ïsin (99 — v^) • ÿ>xp 


<p , ÿ) kann man als Dichten von g , 1) um den Schnittpunkt j bezeichnen. 
Leiten wir uns nebenbei schliefllich auch noch eine entsprechende 
Formel für ein Elementenpaar her, das ans einem Punkt j und einer 
Geraden g besteht. Wir setzen 

= iv a) cos 9? — h sin 9?, 

(90) 

X2 = {p + a) sin 99 + 6 cos 99 

und finden für 

(91) ÏÇi=-XiX^pp 
den Ausdruck 

(92) ïg = rt6g. 

In àhnlicher Weise sind derartige Formeln von Lebesgue hergeleitet 
worden4) 

§ 7. Formeln von Crofton für Eilinien. 

Mittels der Formeln von § 6 ist es leicht, mehrere merkwürdige Er- 
gebnisse Crofton s herziileiten. 

Es sei Sî ein Eigebiet, d. h. ein beschrânktes konvexes von einer Ei- 
linie umschlossenes Gebiet unserer Ebene. Wir betrachten Paare von 
Geraden g , ^ , von denen jede iï trifft, so dafi die Durchschnitte 

(93) g^+0, l)^=f=0 


sind, und wollen die ,,Anzahr‘ solcher Paare berechnen, die sich in ® 
schneiden ; 

(94) 

9f)S+0 


1) H, Lebesgue, Exposition d’un Mémoire de M. W. Crofton, Nouvelles An- 
nales ... (4) 12 (1912), S. 481—602. 
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and solche, die sioh aufierhalb von ^ schneiden: 

(96) 

Man kann die folgende Integralformel leicht nachrechnen: 

(U 6) 

(96) ÇÇ I sin {<p — tp) \ xp = 2 {(t) — sin w). 

Q ô 

Zut Berechnung von Mi benutzen wir nun (89) and die letzte Integral- 
formel (96) für (o — n und finden (gï| = j)^) 

(97) Mi=27ifl^2nF, 

ï<ffi 

wenn F den Flâcheninhalt von ® bedeutet. Durch die entsprechende 
Bechnung ergibt sich für der Ausdruck 

(98) M. = 2 / ( 0 . — sin (ü) J . 

î<« 

Dabei bedeutet ï < daB j zu t gehôrt und J<j: f das Gegenteil. 
Ferner co den Winkel, unter dem man ^ aus dem Punkte j sieht, mit 
0 ^ CD ^ Da derintegrand in positiv ist, genügt es zum Existenz- 
beweis diesea uneigentlichen Intégrais zu zeigen, daB es beschrànkt ist. Dazu 
genügt zu bemerken 

(99) ilf,+ Jf. = /g^= /g. /'(|= Î7= 

8Jt+o.()St=i=o ôSs+0 ^a'=t=o 

nacb (60), wenn ü der Umfang von ^ ist. Hieraus folgt die behauptete 
Beschrànktheit Ma < U^. 

Wegen (98) sagt Crofton: (co — sinco) ist die „Dichte“ der Schnitt- 
punkte der Treffgeradenpaare von Setzt man (97), (98) in (99) ein, 
so ergibt sich folgendes seltsame Ergebnis Crofton s: 

( 100 ) 

Crofton ist übrigens zu seiner Formel für die Dichte (o) — sin co) auf 
anderem Wege gekommen, nàmlich durch Anwendung des Seillinien- 
satzes von § 6 auf ^ und einen kleinen Kreis an der Stelle j. 

1) d. h. es soll J der Schnittpunkt von g, sein. Für die zugehôrigen Dichten 
gilt die Formel nicht. 
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§ 8* Intégrale der Sehnenpotenzen bei Eilinien. 

Es sei 8 die Lange der „Sehne“, d. h. der Strecke, die die Gerade g 
mit dem Eibereich ^ gemein hat (« ^ 0). Dann werden wir die folgenden 
zum Eibereich ^ gehôrigen Intégrale betrachten. 

( 101 ) 

mit etwa ganzzahligem k. Sei andrerseits j, j' ein Paar von Punkten 
in ^ und t sein Abstand (i ^ 0). Dann bilden wir die Intégrale 

(102) T^=ft^u'- 

Zwischen diesen Integralen und làfit sich mittels eines Ergeb- 
nisses von § 6 ein Zusammenhang herstellen. Nach (86) haben wir nàmlich 


(103) 

T^=f «fc+irr'g 

mit 


(104) 

t = \r-T'\. 


Halten wir bei der Intégration erst g fest und beachten wir für ifc + 1 ^ 0 


(106) 




fc-Hl ofc + 3 

(* + 2)(fc + 3)* ’ 


so finden wir den behaupteten Zusammenhang 


(106) 


m ^ ^ 

(fc + 2)(À: + 3) 


Betrachten wir noch die niedTigsten Folle. Für folgt aus dem Ergeb- 
nis von § 3 (60) über die Übereinstimmung des Geradeninhalts mit dem 
Umfang 

(107) 

Zur Berechnung von benutzen wir aus § 7 (97) : 

(108) f<^h = 27tF. 

Halten wir bei der Intégration zuerst g fest, so folgt nach § 3 (68) 


(109) 


6^ = Ï<S 


die doppelte Sehnenlange von g^. Somit ist 


(HO) 
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Diese Formel (110), die mit dem hier vorgetragenen Beweis ihre Gültig- 
keit auch für nicht konvexe Bereiche behâlt, soll spâter in § 9 noch 
einmal hergeleitet werden, 

Nach (106) ist, wenn man darin für k= — 1 setzt, 

( 111 ) 

Darin liegt die Existenz des uneigentlichen Intégrais T_i, das man als 
Newtons Selbstpotential von ^ bezeichnet. Für Æ = 0 ergibt sich ans (106) 

( 112 ) 83 = 3 F 2 
und für ifc = 1 

(113) = 

Z. B. für den Fall des Einheitskreises findet sich 


(114)i S, 

für gerades k und sonst 


2.4.. k 

3.6.. .(À: + Ï) 


( 114 ): 


S. 


1.3 


2.4. 


k 

W+i) 


+ l 71 


2*= . 71^. 


TP 


§ 9. Die kinematische Dichte. 

Wàhrend das Bisherige eine Art Bericht über Ideen war, die in der 
Hauptsache von Crofton stammen, wollen wir jetzt zu einem neuen 

Gegenstand übergehen, dessen Grundbegriff, die 
t, kinematische Dichte, von H. Poincaré i) eingeführt 
wurde und dessen Verwertung man insbesondere 
meinem catalanischen Mitarbeiter L. A. Santalô'^) 
verdankt. 

Wir nehmen als Elément ein Achsenkreuz X (ï ; t , lü) , 
bestehend aus seinem Ursprung j und zwei ortho- 
gonalen Einheitsvektoren ü und în mit ViW^ — = + 1. Wir setzen 

(Fig. 7) 

Vi — + cos w, Vo = + sin œ ; 

(115) 

Wi = — sin (p, W2 = + cos 99 

und betrachten nach Poincaré das alternierende Produkt 



(116) 


di = ±1X2^ = 


1) H. Poincaré, Calcul des Probabilités, Paris bei Gauthier- Villars 1896, Chap. 7, 8. 

2) L. A. Santalô, Geometria Intégral 4, Sobre la medida cinemàtica en el 
piano, Abhandlungen des Math. Seminars Hamburg 11 (1936) S. 222 — 236, 
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§9 

Wir behaupten: 

3£ ist die ( im wesentlichen eindewlig bestimmte ) gegenüber Euklidischen 
Bewegungen invariante Dichte für Achsenkreuze. 

Tatsâchlich sind die beiden Faktoren j und ^ einzeln gegenüber Be- 
wegungen invariant, und die Einzigkeit folgt wie in § 2 aus der Tatsache, 
da6 die Bewegungen die (gleichsinnigen) Achsenkreuze transitiv ver- 
tauschen. 

Die bewiesene Invarianz von 3Ê lâBt sich so ausdrücken: 

I. Bewegungsinvarianz. Die kinematisohe Dichte àndert sich nicht, wenn 
man in der festen Ebene an Stelle des Achsenkreuzes 3Êo €.in neues 36* einführt. 

Dazu tritt folgende zweite Invarianzeigenschaft ; 

II. Wahlinvarianz. Die kinematisohe Dichte àndert sich nicht, wenn man 
in der bewegten Ebene an Stelle von 36 ein neues Achsenkreuz 36* einführt. 

Dabei wird also 36* als mit 36 starr verbunden vorausgesetzt : Der 
neue Ursprung ):* hat also in bezug auf 36o die Koordinaten 

^ ^ xf = + üi cos <p — «2 sin <p , 

xf— X 2 + «1 sin <p -j- «2 cos 9? 


mit festen Uj, und dazu kommt 

(118) 99* — 9? -f konst. 

Wir finden daraus 


(119) 


:ii (mod q') *) , 


ÿ)* = <p, 


und darin liegt die behauptete Wahlinvarianz 
(120) â*! r2(^ - if.rf 9;*. 




SchlielJlich kommt noch hinzu die 

III. Umkehrinvarianz. Die kinematisohe Dichte ist (abgesehen vom Vor- 
zeichen) invariant gegen die ,,Umkehr“ der Bewegung. 

Darunter Ist folgendes zu verstehen. Für einen mit dem ,,bewegten“ 
Achsenkreuz 36 starr verbundenen Beobachter beschreibt das „feste“ 
36o die „umgekehrte Bewegung''. Von X aus gesehen, hat der Ursprung 
von 36o die Koordinaten 


(12Ï) 


Xi cos 99 — ^2 sm (p , 


^2 = + 8in99 — ^2 cos 99, 

und dazu kommt für den neuen Drehwinkel 


( 122 ) 


V= — 'P- 


1) Diese Schreibweise bedeutet das Bestehen einer Gleichimg == ^ 
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Hieraus berechnen wir tatsâolilioh 

(123) ?) = ÿiÿaV = — = — 3£, 
wie behauptet. 

Geben wir für die kinematische Dichte neben (116) noch einen anderen 
Ausdruck. Ziehen wir durch j die Gerade g in der Eichtung lü, so daC 
ihre Dichte nach (24) 

(124) g = (a?! cos + iTj sin 9 ?) ^ 


wird. Wir haben nach (116) 

(126) 36 = = {Xi costp + X 2 sin^j) (— x^ sinç? + x^ co8<p) <p 

und daraus wegen (124) 

(126) 3E = — ( — Xi sin f + cos cp) g . 


Führen wir auf jeder Geraden %(u,v) einen beliebigen Anfangspunkt 
p{u,v) ein, so gilt 


(127) 

und 


— Vi — t ®in <P > 
X 2 = Pi-}- 1 cos (p 


(128) — Xi sin <p X 2 cos (p = {—Px sin (p P 2 cos (p) -}- t. 

Da der erste Term rechts eine Linearkombination von ù, v ist, ergibt 
sich d^ch Multiphkation mit g aus (126) 


(129) 



Wâhrend in (116) als Ausgang ein Punkt ï der bewegten Ebene ge- 
nommen war, haben wir jetzt in (29) unseren Ausgang von einer Geraden g 
der bewegten Ebene genommen. Als zweiter Faktor trat in (116) die 
Dichte 9 > der Drehungen um g auf, wâhrend in (129) die Dichte i der 
Schiebungen làngs g eingeht. 

Berechnet man die ,,Anzahr‘ aller Achsenkreuze, deren Ursprung in 
einem ‘Bereich ^ liegt, das eine Mal mittels (116), das andere Mal mittels 
(129), 80 erhâlt man neuerdings die Formel (110). Dabei ist die Kon- 
vexitât des Bereiches nicht erforderlioh. s bedeutet die Gesan^tlànge 
des Durchschnittes g^. 

Unsere kinematische Dichte tritt immer dann auf, wenn wir als; Elé- 
ment eine Figur einführen, die keine Bewegungsinvariante enthàlt und 
keine stetige Grappe von Bewegungen in sich zulâBt. Z. B. kOnnen wir 
an Stelle eines Achsenkreuzes ein (gerichtetes) Linienelement verwende^n, 
d. h. den Inbegriff eines Punktes 5 und einer mit ihm vereinten (gerich- 
teten) Geraden g. 
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§ 10. Eine Formel Poincarés. 

Wir wollen für die kinematisohe Dichte X noch eine allgemeinere Formel 
herleiten. Es sei Kurve in der Ebene des festen Achsenkreuzes 

3Êo > ^ eine Kurve in der bewegten Ebene von 3Ê , femer ij ein Schnittpunkt 
von ^0 mit ^ und yt der Schnittwinkel von ^ in «o und s die 

Bogenlângen auf ® gezàhlt von be- il 

liebigen Anfangspunkten auf diesen Kurven 
bis zum Schnittpunkt ^ (Fig. 8 ). Dann, be- a ^ 

haupten wir, gilt 



(130) 


SffSy/ sin y) 


Es seien t/i («o) , yg (®o) die Koordinaten von ^ bezüglich 3£o und 
yi' ( 5 ) , ya' («) die Koordinaten 1) von 1) bezüglich $. Die Koordinaten 3 ;^ 
des Ursprungs j von 3£ bezüglich $0 sind dann 

a;i = yi — yi' cos 9 ) -f ya' sin ç) , 

(loi) 

3^2 = 2/2 — Vi 8in<p — yt C08q>. 

Ferner haben wir für die Richtungen 


(132) 


âoCosTo, ya =So8inTo; 
à cosT , ÿa' == 8 sint ; 
T — To 4- <P . 


Zur Berechnung der kinematischen Dichte 3f = Xi «a ^ finden wir 

il- ÿi — ÿi'cos9-f ÿa'sinç?, 


Xi Sq costo — é cos (t -f- 9 ?) , 
aTj = «a sinTfl — à sin (t + (p). 


3£ = XiXif — — sin^j, 


(mod ÿ) 


(mod (p) 


(133) . , , (mod 95 ) 

2^2 ^ 2/2 — 2/1 sin 93 — ya cosç) 

oder mittels (132) 

Xi 5o COSTo — 8 COS (t -f- 9 ?) , 

(134) . . . . . , . (“10^ -P) 

aTj = «a sin Ta — s sin (t + yp ). 

Daraus ist 

(136) îi — XiXif — — siny), 

Andererseits ist 

(136) S 089 ) = So«(t — Tq + 9 ) = 8 a«(jp, 
da 

(137) «aTo = «T = 0 

ist wegen Tq — Ta(So), t = t(8). In (136), (136) ist aber unsere Behaup- 
tung (130) enthalten. 


éffS<p = So«(t — ^0 + 9) = 


8T= 0 


1) Die Striohe bedeuten hier keine Ableitimgenl 
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Nennen wir einen Schiüttpunkt von ® positiv, wenn ^ ins linke 
Ufer von eintritt, so da6 wir 0< y)< 7t nehmen kônnen. Dann halten 
wir zunâchst Sqj ^ integrieren nach tp zwischen 0 und ti: 

(138) fdc = 

Lasseri wir nun unsere Kurve ^ um jeden Punkt von und ^ durch 
den Winkel n drehen, so bekommen wir durch Intégration, wenn wir X, 
und L positiv in Rechnung stellen, 

(139) y’w+3£ = 2LoL. 

Dabei ist n+ die Anzahl der positiven Schnittpunkte von Cîenau 

so findet sich (wenn man den Sinn von ^ umkehrt) für die Anzahl n_ 
der negativen Schnittpunkte 

(140) J‘n_l = 2LoL 

und durch Addition für die Gesamtzahl 

(141) îi = w+ + w_ 
aller Schnittpunkte die Formel von Poincaré 

(142) 

Die Intégration ist dahei über aile Lagen von zu erstrecken, die kine- 
matische Dichte 3£ von Jî ist > 0 zu nehmen und Lo, L sind die Làngen 
von 

Ein Unterschied gegen die Überlegungen von § 3 ist hier der. Dreht 
man den Sinn einer Kurve ^ um, so ist im allgemeinen die umgerichtete 
Kurve nicht mehr zu S? kongruent, wenn nâmlich ® nicht bezüglich 
eines seiner Punkte symmetrisch ist. Deshalb der eine Faktor zwei auf 
der rechten Seite von (142). 

Bemerkung. Es liegt der Gedanke nahe, den Beweis von Poincarés 
Formel (142) auf folgendem Wege zu führen. 1. Man beweist (142) zu- 
nâchst unter der Voraussetzung, daS ^ Strecken sind. 2. Dann lâfît 
sich die Gültigkeit von (142) leicht auf den Fall ausdehnen, daB ^ 
geradlinige Vielecke sind. 3. Um den Nachweis von (142) dann allgemein 
zu erbringen, hat man dann beliebige Kurven Slo) ^ durch Vielecke 
anzunahern. Dabei stellt sich aber die folgende Schwierigkeit ein : 
Auch wenn Sîo' und nahe an und ® liegen, braucht die Schnitt- 
punktzahl n' von nicht nahe der Schnittpunktzahl n von ^ 

zu sein. Entsprechendes gilt auch schon für die Herleitung der Formel 
§ 3 (68) von Crofton. 
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§ 11. Isoperimetrie des Kreises nach Santalô. 

Wir wollen nach Santalô von der Formel (142) Poincaré s eine An - 
wendung machen zum Beweis der sogenannten j.isoperimetrischen Eigen- 
8chaft“ des Kreises, unter ,,allen“ ebenen Kurven gegebenen Umfangs 
grôBten Flàcheninhalt zu umgrenzen. Dabei wollen wir uns den Weg 
dadurch erleichtern, daû wir zum Wettbewerb nur Eilinien zulassen. 

Zur Anwendung von (142) nehmen wir für eine Eilinie und für ^ 
einen Kreis vom Halbmesser r und dem Mittelpunkt j. Die kinematische 
Dichte von Sî ist gleich dem Flàchenelement ï mal dem Drehwinkel ^ 
um ï, also 

(143) X = 

und da aile solchen Kreise mit demselben Mittelpunkt zusammenfallen, 
kônnen wir eine Intégration vorwegnehmen und entsprechend für 

(144) fdi = 27i]C 

setzen. Somit ergibt sich in unserem Fall aus (142) 

(145) fni^ArU, 

wenn U der Umfang von Sî© isl^- Natürlich kônnte man diese Formel 
auch leicht unmittelbar herleiten ohne Berufung auf die allgemeinere 
(142), so wie wir das spàter in § 15 in einem âhnlichen Fall tun werden. 

Bezeichnen wir den Flàcheninhalt des Gebiets der Mittelpunkte aller 
Kreise vom Halbmesser r, die mit der Eilinie genau i Punkte gemein 
haben, mit F, (F, ^ 0) , so ist 

(146) J = 2 F 2 + 4 F 4 -f- 6 Fç 4" • • • • 

Der Flàcheninhalt des Gebiets der Mittelpunkte aller Kreislinien ^ vom 
Halbmesser r, die die Eilinie SÎq überhaupt treffen, soll O heiBen. Dann ist 

(147) (? = F 2 + F 4 + Fg + • • •• 

Somit folgt aus (145), (146), (147) 

(148) 2rj7 — (? = F 4 + 2F6+ SFgH . 

Es sei r,- der Inkreishalbmesser von d. h. der Halbmesser des grôBten 
in ^0 enthaltenen Kreises, und sein Umkreiahalbmesser, d. h. der Halb- 
messer des kleinsten Sîg enthaltenden Kreises. Liegt dann r zwischen 
und , 

(149) 
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so hat das Mittelpunktgebiet der â'® treffenden Kreise ^ vom Halbmesser 
r kein Loch, d. h. ist einfach zusammenhângend und wird von der 
âuBeren Parallelkurve im Abstand r von umschlossen. Für derën 
Flàcheninhalt, das ist genau unser O, gilt bekanntlich (nach J. Steiner), 
und wie man leicht bestatigt {vgl. § 13) 

(150) Gf -F + rt7-f 7^-r, 


wenn F , U Flache und Umfang von .iSo sind. Danach haben wir 
(151) 2rü - a .= rU - F - nr'- ». ("’ -F)- - r)\ 

Durch Vergleich mit (14H) folgt die OUich ung von Santalô 


(152) 




Bcachtcui wir: Wonn von zwci Eilinien <lie eine die andere enthàlt, so 
hat die iiuÜere den gnilleren Umfang. Das folgt z. B. sofort ans der 
Dcutung <lcB Umfangs als ( îeradeninhalt (§ 3). Deshalh ist, da der Inkreis 
in Aï liegt und der Umkreis .M tmthalt, 


und somit gibt es genau ein r, das der Vorsohrift (14î>) genügt und für das 


(154) 




r —■ 0 


ist. Das gibt folgenden Sorulerfall von (152): 

(135) f F,-^.2F, + 3F.+ .... 

Darin bedeutet den Flaelieninhalt des ( Jebiets der Mittelpunkte aller 
Kreise, die zu ÀÏq umfangsgleieh sind und mit Aïo genau i Punkte gemein 
haben. 

Aus (152) oder (155) folgt die ,,klassische“ Ungleichheit 


(15(î) 


f '« 

in 


- F r- 0 


9 


die die isoirerimetrische Eigenachaft des Kreises aussagt. Aber natürlich 
gibt die Gleichung (152) mehr. Z. B. lâüt sich aus (152) sofort eine Formel 
von T. Bonnese.v (1921) gewinnen, die (156) verscharft. Es folgt nâm- 
lich für r = r,, r„ aus (152) 


4?i 


F:> 


n 


V* 

4?! 


.T 



- G 
“ 2.1 


;■ 

)■ 


( 157 ) 
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Wegen der Beziehung 

(158) + 
folgt aus (153), (157) 

(159) 

Dies ist Bonnesenb Verscharfung der klassischen Formel (160).’) 
Aus (159) folgt sofort die LOsung der „Einzigkeitsfra.ge“ , nâmlieh der 
Frage, wann in (156) das Gleichheitszeichen gilt. Nach (159) muB daim 
f'i = fl- h- Umkreis und Inkreis müssen zuaammenf allen, was nur daim 
eintritt, wenn .SVo sclbst ein Kreis ist. 

Das Hübsche an den Formeln (152), 155) ist, dall man es dabei nieht 
mit Ungleichheitev, sondern mit Gleichungen zu tun hat, bei denen aile 
vorkommenden Glieder eine einfache geometrische Bedeutung besitzen. 
Die hier benutzte Formel von Stihnek fiir den Fliteheninhalt von Par- 
allellinien werden wir spiiter § 13 neu herk'iten. 

Einen zweiten, ebenfalls ans PoiNCARl'.s Formel (142) cntspringenden 
und ebenfalls von Santalô stammenden Beweis fiir die Extremeigen- 
schaft des Kreises werden wir spàter in § 13 kennenlcrnen, einen dritten 
in § 15. 

§ 12. Anzahl der Strecken gegebener Lange, die einen Eibereich treflen. 

FiS sei ilo ein Eibereich und © eine gerichtete 8trecke von der Liinge l 
auf der gerichteten Geraden g. Wir wollen die dnreh 

( 160 ) A-./*© 

ft'.S + O 

(wobei © die kinematische Dicht-e von © bedeutet) gemessene ,,Anzahl“ 
aller Strecken der Lange l berechnen, die ,Slo treffen. Wir verwenden für © 
die Formel (129), niimlich 

( 161 ) lei-uq 

und finden, wenn wir bei der Intégration zunachst g fcsthalten, 

(162) Je j\s + 2l)Çi. 

ir.sVo Eç(i%=0 

1) Vgl. (larüber (iaa Buch von T. I^onneskn Problèrnt^H iBopérimè- 

très . . Paris bei Gauthier -Villors 1929. 8. 93 und Honnesen und W. Fenchkl, 
Théorie der konvexen Kôqx^r, Ergebnisse der Math. ... 8, Berlin hui Springer 
1934. Einen Xachruf auf den kiirzlich ver8torV>enen «lanischen peometer und 
Schauspieler T. Bonnesen (27.3.1873 — 14.3.1935) von J. Mollbrup findet man 
in der Matematisk Tidskrift B (1935), S. 18 — 24, Eine Hchwôeherc Ungleichheit 
als (169) hat F. Bernstein, Mathem. Annalon 60 (1905) angegeb<în. Auf dieso 
Schrift Bernstein 8 kommen wir spâter Eurück. 
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Dabei bedeutet s die Lànge der „Sehne“ Unter Verwendung von 
(110), (60) ergibt sich daraus 

(163) f(B = 2{7iF + lü), 

lto@4=o 

wenn F und U Flàche und Umfang von bedeuten. Für nicht gerichtete 

Strecken ergibt sich daraus 

(164) 

Gehen wir zur Berechnung von A von der Formel (116) für die kine- 
matiscbe Dichte aus, die wir jetzt so schreiben : 

(166) @ = 

wenn ï den Anfangspunkt von 0 und (p die Richtung von © bedeutet. 
Halten wir j fest, so ist 

(166) f^ = 27z 
für ï < und wir nennen 

(167) = w 

für ï Dann ergibt sich 

(168) f'ê = 27tF fco^. 

Darin heben wir durch den Pfeil hervor, daB es sich um gerichtete 
Strecken handelt. Durch Vergleich mit (163) findet sich folgendes Er- 
gebnis von Santalô: 

(169) 

§ 13. Anzah] der Eibereiche vorgeschriebener Gestalt, 
die einen festen tre£Pen. 

Wir wollen jetzt die Betrachtung von § 12 dahin verallgemeinern, daB 
wir an Stelle der Streoke ©einen Eibereich ^treten lassen und die Lagen 
von ^ abzâhlen, die den festen Eibereich treffen : 

(170) A=f^. 

Wir beziehen auf einen „Aufpunkt“, der etwa im Innern von liegen 
soU, und finden zu ihm die Stützfunktion Po{<p)‘ Ebenso beziehen wir ^ 
auf einen im Innern von ^ gelegenen Aufpunkt i und bezeiohnen die 
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Stützfunktion von ^ bezüglich % mit ^{(p ) . Nennen wir ^ den Drehwinkel 
von ^ um %, 80 haben wir für die kinematische Dichte von ® 

(171) 

Halten wir zunâchèt & fest, so sehen wir : Der Anfpunkt j durchlàuft, 
wenn ® parallel verschoben wird, so daB es immer trifft, einenEibereich 
mit der Stützfunktion 

(172) P{(p,§) = 7t + û). 

DaB (172) bei festem ê wieder Stützfunktion einer Eilinie ist, sieht man 
etwa daraus, daB als Bedingung für Stützfunktionen (neben der Periodi- 
zitât) sich 

(173) « = P + 0 È 0 

ergibt, d. h. positiver Kjümmungshalbmesser.^) Nim folgt aber aus (172) 

(174) iî = ro-f^; ^^0, iî^O. 

Die hier verweiidete Linearkombination von Eilinien wird spâter (§15) 
nâher erlàutert. 


1) Ist 

(a) + Qosq) + sinç? = p (9?) 

die Gleichung der Stützgeraden einer Eilinie, so ergibt sich ihr Berührungspunkt 
aus dieser iind der daraus durch Teilableitung nach (p entstehenden Gleichung 

(b) — a^iSin^p + x^cosq? = p'{(p), 
nàmlich 

— pcosq> — p'sinç?, 

= psinç? + p'cos(p. 

Daraus erhalt man durch Ableitung für das ,,vektorielle Linienelement“ 

±1 =: — (p + p") sinç? • 9?, 
ibj = + (p + p") cos 90 •qj, 

Für das Linienelement ergibt sich demnax^h als Projektion des vektoriellen 
Linienelements auf die Tangente è = — ibjsinç? -j- i;2COS9?, also der Ausdruck 
(e) « = (p + p'')9?. 

Daraus ist der Krümmungshalbmeaser gleich 


(c) 


(d) 


(f) 


<P 


= p + p". 


Für den Flâcheninhalt F ergibt sich aus (c), (d) die spater zu benutzende Formel 
(g) F = h — a;2*i) == ifpiP + P'')9 

Oder durch Intégration nach Teilen 


(h) 


Andererseits ergibt sich aus (e) durch Intégration wieder die Formel (61) von Cauchy. 
Blasohke, Integralgeometrle 3 
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Für den Flâcheninhalt F der Ëilinie mit der Stützfunktion pi<p) er- 
hâlt man nach (^) 

(176) F = if P (p + îî') ^ i - p'^) P . 

Somit ergibt sich 

(176) A^-Lf 

— n — n 

wobei 

(177) = 


gesetzt werden kann, indem wir statt n ^ wieder ^ einführen. Danach 
ist 

A = hff [(7^ + ^PoP + P^}~ iPo + 2p^'p’ + p '®) } pè 

(178) =27i[^fip^^ — p2)p-j-^f{p(p)^ — p'{p)^)p\ 

+./T PoPP^-JJ PoP'P^- 


Dabei ist beim zweiten Glied rechts statt der Integrationsverànderlichen 
P ê wieder p geschrieben. Führt man im letzten Intégral zuerst die 
Intégration nach ■& aus, das nur in p' auftritt, so ergibt sich Null, da p 
die Période hat. Ferner ist nach Cauchy (61) 

(179) Jpé=U, JpoP=Uo, 

und somit ergibt sich nach (175), (178), (179) die Formel von Santalô 


(180) 


J ^ — 2;r{Fo + F)+ UqÜ 

ttff.+o 


Sie umfaBt die frühere (163). Auch làfît sie eine Umformung nach Art 
von (169) zu. 

Wir werden von (180) sofort zwei Anwendungen machen! 

Es sei insbesondere ^ ein Kreis vom Halbmesser r. Dann folgt aus 

(180) die Formel von J. Steiner für den Flâcheninhalt F^ der àuBeren 
Paralleikurve im Abstand r zu unserer Eilinie 

(160*) Fr = Fo + rUo + 7ir^, 

wenn wir beachten, daB in unserem Falle U = 2nr und F = nr^ wird 
und die Beziehung besteht 


= 2nF,. 
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Santalô 8 Formel (180) ist also eine naturgemàBe Verallgemeinerung 
der Formel (150*) von J. Steiner.^) Eine andere Verallgemeinerung 
werden wir im folgenden § 16 (199) kennenlernen. 

Wir wenden die Formel (180) von Santalô jetzt insbesondere auf den 
Fall an, daB die beiden Eibereiche und ^ kongruent sind. Dann haben 
wir 

(181) = éTiF + UK 

sr,iM=o 

Andererseits ist nach der Formel (142) von Poincaré 

(182) y'n5l = 4C72=2J2 + 4J4 + 6J8 + --., 

wenn Jfc ^ 0 die Anzahl aller Lagen von ^ miBt, für die derRand von ® 
mit dem von genau k Punkte gemein bat. Ebenso kônnen wir (181) 
so schreiben: 

(183) 4:7iF + • 

Dabei ist Jq = 0 , weil £ sicher nicht innerhalb von Platz hat. Teüt 
man (182) durch zwei und zieht davon (183) ab, so entsteht 


(184) 


[7* — 4jrF = «/4-t-2«/g-)-3»-/g-l-**' 


Dies ist der zweite Beweis und die zweite Verschârfung von Santalô 
für die klassische isoperimetrische Ungleichheit — 47rF^0. Wir 
wiederholen: In (184) bedeutet Jj, die ,,Anzahl“ der Lagen der zu 
kongruenten Eibereiche deren Rànder mit dem von genau k 
Punkte gemein haben. Der ,,Einzigkeit8beweis“ scheint hier weniger 
einfach al8 in § 11. 


§ 14. Weitere Ergebnisse Santalôs über starr bewegliche Linien. 

Es sei ^0 fester Bereich, SIi ein starr beweglicher, j ein Punkt im 
Durchschnitt Konvexitât ist dabei nicht erforderlich. Wir woUen 

die Anzahl der Môglichkeiten durch folgendes Intégral auswerten (Fig. 9) : 

(185) 

S<W»Wi 


1) Vielleicht tritt die Formel (150) schon früher als bei Steiner auf. Bei 
J. Steiner, Über parallèle Flâchen, Monatsbericht der Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin (1840) S. 114 — 118 == Werke 2 (1882) S. 171 — 176, ist die ent- 
sprechende Formel für die râumliche Geometrie hergeleitet, die in der Théorie 
der konvexen Kôrper eine wesentliche Rolle spielt und auf die wir spâter mehr- 
fach zurückkommen werden (vgl. auch § 15). 


3 * 
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Dabei bedeutet ^ die Dichte des Punktes j und die kinematische 
Dichte des beweglichen Bereichs Halten wir bei der Intégration 

zuerst fest und bezeichnen wir den Flâcheninhalt 
des Schnittbereichs so erhalten wir 



(186) 




Halten wir andererseits zunàchst j in fest und 
zàhlen wir die Lagen von Sîi ab, die j enthalten. 
Wegen der Umkehrinvarianz der kinematischen 
Dichte (§9) stimrat diese Anzahl überein mit der Anzahl der Lagen 
eines gerichteten Linienelements in ist also gleich 2nFi. Somit 
entsteht 

(187) Ai=f27iFiTÇ=2nFoFi. 

Durch Vergleich von (186), (187) folgt 


(188) 


^ Foi^i — 2 71 F ff Fl 


An zweiter Stelle nehmen wir neben dem festen Bereich Sîoi der wieder 
nicht konvex zu sein braucht, eine (im allgemeinen offene) bewegliche 
Kurve mit der Lange L und eine bewegliche Gerade g. Wir berechnen 
f olgendes Intégral : 

(189) 

wobei n die Anzahl (im gewôhnlichen Sinn des Wortes) der Schnitt- 
punkte von ^ mit g bedeutet, soweit sie in liegen. Halten wir zunàchst 

® fest und bezeichnen wir die Lange des Durch- 
schnitts iSlo® mit l (Fig. 10), so folgt nach Croftons 
F ormel (58) von § 3 

(190) A ^^ 2 fm . 

Jetzt halten wir bei der Berechnung des Inté- 
grais (189) zunàchst g fest. Sei s die Lange der 
Sehne ^og. Dann ist nach der Formel (142) von Poincaré in § 10 

(191) J * = 45 // 
und somit 

(192) A^ = éLf3Q. 

Nach (110) ist schliefilich 

(193) 



A 2 = ^71 LF 2 , 




§ 16 Minkowskis Ungleichheit für den gemischten Flâcheninhalt 33 

und durch Vergleich mit (190) erhalten wir die folgende Formel von 
Santalô: 


(194) 


fl^ = i7iF„L 


Erinnern wir nochmals an die Bedeutung der darin auftretenden 
Zeichen: ^ war die kinematische Dichte für die bewegüche Kurve, 
l die Gesamtlânge ihres Durchschnitts mit dem festen Bereich (ein 
Durchschnitt, der natürlich wie in Fig. 10 nicht zusammenhangen muB), 
Fq der Flâcheninhalt von und L die Lange von 


§ 15. Minkowskis Ungleichheit für den gemischten Flâcheninhalt. 

Sind ^^{(p) und Pi{(p) Stützfunktionen zweier Eilinien, so ist 

(195) ?(«?) = CoPo(«p) + Cip((}o) 

für Cq ^ 0, Cl ^ 0, wie wir schon in § 13 bemerkt haben, wieder Stütz- 
funktion einer Eilinie und wir schreiben 

(196) St = CoSîo + Cift\. 

Man kann dies am besten so einsehen : Ist ïo irgendein Punkt von und 
irgendein Punkt von Sti, so durchlâuft der Punkt Cqïo + wenn 

Jo und unabhângig voneinander Sto und Sti beschreiben, das Gebiet 
Dafi aber dieses Gebiet konvex ist, d. h. mit irgend zweien seiner Punkte 
J, j' auch deren Verbindungsstrecke enthâlt, sieht man aus der Formel 

(197) (l-<)ï + «S' = Co{(l-«)ïo + <ïi} + Ci{(l-Oïo'+<ïi'}, O^f^l. 

Diese positive Linearkomhination konvexer Bereiche ist von dem gedanken- 
reichen Schweizer Geometer Jakob Steiner (etwa 1840) und dem viel- 
seitigen in München lebenden Bibliothekar, Geometer und Romanisten 
Hermann Brunn (etwa 1887) eingeführt und untersucht worden. 
Hermann Minkowski hat dann etwa 1900 den wesentUchen Begriff 
des „gemischten Flacheninhalts“ eingeführt®), von dem hier gehandelt 
werden soll. 

1) Weitere verwandte Ergebnisse SANTALôsim folgenden § 17, Nr. 7. Vgl. ferner 
die dort folgenden Aufgaben 14 — 18 über Schwerpimkte. 

2) Dies bedeutet für die Koordinaten Xfje der Punkte die Linearkombination 

3) Wegen der Literaturangaben und Geschichte vgl. W. Blaschke, Kjeis und 
Kugel, Leipzig 1916, und T. Bonnesen und W. Fenchel, Théorie der konvexen 
Kôrper, Berlin 1934. 
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Dazu kommt man duroh Berechnung des Flâcheninhalts F von ® 
etwa mittels der Formel (h) ans § 13, nâmlich 

-f- /ï 

(198) F = — p'2)^. 

— TT 

Das gibt nâmlioh wegen (195) 

(199) = + 

wobei 

( 200 ) 

gesetzt ist. Nach (200) ist insbesondere Foo = Fo, = Wir haben 
es in diesem gemischten Flàcheninhalt Fi^ Minkowskis mit einer Art 
Polarenbildung des gewôhnlichen Flâcheninhalts (198) zu tun. 

Nimmt man Cq = 1, Ci — r und für den Einheitskreis um den Ur- 
sprung, so wird + »" der àufiere Parallelbereich im Abstand r von 
Durch Vergleich von (199) mit Steiners Formel (150), (180) ergibt 
sich in diesem Fall 

(201) 2F,, = U,. 

Dasselbe folgt wegen (61) auch ans (200), wenn man darin Pi = p,, 
Pjc — 1 setzt. 

Durch Intégration nach Teilen folgt aus (200) 

(202) Fi^ = \J {pi + Pi)Pkq> = ij {Pk + Pk") Pi 

Oder, wenn man beaohtet, dafi (??, + p,') ^ das Bogenelement ist 
(vgl. § 13 (e)), 

(203) 

Es gilt nun die folgende Ungleichheit Minkowskis: 

(204) . 

Nimmt man als Einheitskreis, so geht (204) wegen (201) in die klas- 
sische isoperimetrische Ungleichheit Ul — 4c7i F, ^0 über. Wir wollen 
jetzt (204) nach dem Verfahren von § 11 beweisen. 

Es handelt sich zunâchst darum, ein Gegenstück zur Formel (142) von 
Poincaré zu finden. Wir betrachten eine feste Kurve 

(206) Xi = Xt{s); Xi=ooBa, = sinu 
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§ 15 Minkowskis Ungleichheit für den gemischten Flâcheninhalt 
und eine zweite 

(206) yi = y^ = cost, yî = sinr. 

Beide sollen auf ihre Bogenlângen bezogen sein. Wir wollen paralld 
zu sich verschieben und als Dichte für die Lagen von die Dichte eines 
mit verbundenen Aufpunktes j einf ühren : 


(207) 

Zi = Xi- yi, 5 = Z 1 Z 2 

Dann finden wir 

Zi — è coac — i cost , 

(208) 

22 = s sin a — i sinr ; 

(209) 

J = si sin (or — t) . 

Daraus folgt 


(210) 

1 ni = 1 s < 1 sin {a — t 


wenn n die Anzahl der Schnittpunkte von nût Sîi bedeutet. 

Nehinen wir jetzt und als Eilinien mit den Stützfunktionen 
Po{(p) und Pi{q>), so finden wir aus (210) duroh Ausführung der Intégra- 
tion nach i, wobei sich die doppelte „Breite“ von in Richtung cp ergibt, 

(211) f ni = 2j à[pi{<p) + pi{(p + ;?i)). 

Wir führen die aus durch Spiegelung am Ursprung entstehende 
Eilinie ^2 uiit der Stützfunktion 

(212) PM=^lh{9 + ^) 
ein. Dann ist nach (211) und (203) 

(213) + 
oder, wenn wir 

(214) j — 2 JM 2 4 M ^ -|- 6 M^ -f- * * * 

setzen, 

(216) 2{Fqii -1- Fffj) — “t" 2M^ -|- 3Jlfg 

Es sei nun Qi ^2 grôûte zu S ^2 àhnlich liegende Eilinie, die so par- 
allel verschoben werden kann, dafi sie in ^0 Platz hat, und ç „®2 die 
kleinste, die bei geeigneter Verschiebung ^0 enthàlt. Dann ist, wenn wir 

(216) 

nehmen, an Stelle von (216) 

(217) 2q {Fÿi + i^’oa) “ -^2 "l" 2ilf4 + ZMf^ + • • • 


f 
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worin Mi die „Anzalir‘ der durch Verschiebung aus entstehenden 
Eilinien bedeutet, die mit genau i Punkte gemein haben. Andrerseits 
erfüUen die Aufpunkte j wegen (216) den Eibereich ®o+ Q ^2 » nach (199) 
den Inhalt bat: 

(218) 4* jP’02 + — M^ M ^ M ^ • • • . 


Dabei ist == , da die Eilinien nnd durch Spiegelung am Ur- 

sprung auseinander entetehen. Aus (217), (218) folgt 

(219) 2 qF m — E(jq — q^F ^ = M 4 4- g 4“ 3 Jlf g 4* • * • 

und somit 

( 220 ) 


Darin steckt schon die Ungleichheit (204) von Minkowski. Aber wir 
kônnen auch hier eine Verschàrfung wie in § 11 (159) herleiten. Wir 
haben nâmlich 


( 221 ) 


Fl, 


_ P 

F„ 


00 ^ 


01 

Fn 


F 


00 



und daraus 


( 222 ) 




Aus dieser FormeP), die ebenfalls Bonnesen gefunden hat, folgt die 
Einzigheit: 

Bsgilt = 0 

nur für Qi— q^, also nur, wenn ^0 âhnlich liegen. 


§ 16. Eine Formel im Stil von Oofton fîir Punktetripel. 

Kehren wir nochmals zum Gegenstand von § 6 zurück und betrachten 
anstatt wie dort zwei jetzt drei Punkte TÇi = {xii, Xi 2 \ und ihre drei 
Verbindungsgeraden derart, dafi mit für k vereinigt liegt 
(»,*= 1, 2, 3). 

Dann haben wir' wie in § 2 (36) 

/««ov + ï»22 sinç?! = pi, ) 

(223) V und zykhsch. 

a;8iCOS9)i4-«32 8in95i = pt ) 


1) Vgl. W. Blaschke, Hamburg. Abhandlungen 1 (1922), S. 206 — 209. 




(224) 


— '* 21 » 1 
= «31 I 


und zyklisch. 


und zyklisch 
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Durch Ableitung folgt daraus 

X21 C08ç)i 4- X22 Binq>i = — «aÿi + Pi, 
iCjl cos q>i + «82 Sinç?! = — «31 ^1 + Pi 
Darin ist zur Abkürzung gesetzt 

(225) ~ ^ 

— x^i sin ç)i + ^32 cos ç)], 

und die Bedeutung dieser Strecken ist aus unserer Fig. 11 zu ersehen 
Es ist nâmlich 

(226) «31 — «21 = «1 und zyklisch 

gleich den Dreiecksseiten unseres Dreiecks. 

Wir multiplizieren nun die sechs Ausdrücke (224) 
links in folgender Weise; 

1(2) (3)| 1(4) (6)) 1(6) (l)j 

% 

und rechts so: {(1) (2)| {(3) (4)| |(5)(6)|. 

Dann erhalten wir 

(227) Ï 1 Ï 2 ÏS sinoci sinocg = 9x 92 03 «i«2«3- 
Darin ist z. B. 

(228) ïi = Xiii:i 2 , 9i = Pi^i, (p^ — fp3 = n — 

gesetzt. 

Nun ist bekanntlich, und wie man leicht bestâtigt, beim Dreieck 

(229) = D, 

dem Durchmesser des Umkreises. Deshalb schreibt sich unsere Formel 
(228) auch so : 

(230) Ï 1 Ï 2 Ï 3 = 9102 93' 

Hieraus folgt z. B. für einen Eibereich K aus Crofton s Formel ( 60 )^ 


(231) 


Damit ist auch das Vorhandensein (absolute Konvergenz) des uneigent- 
lichen Intégrais links gesichert (D ^ 0) . 

Die Herleitung von (227) gilt auch für w-Ecke und gibt 

(232) Ï 1 Ï 2 • . ' ïn sinai sintxa • • • sina„ = 9x92 • • • 9n «i«8 • • • «n* 
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§ 17. Aufgaben und Lehrsâtze. 

lu diôSôin Absch.ni't't soll kurz übôr cinigo Ërg6biiiss6 und jPragon bc- 
richtet werden, die in Zusammenhang mit den in diesem ersten Teil be- 
handelten Gegenstânden stehen. 

1. Zur Berechnung gewisser in der Integralgeometrie auftretender 
Intégrale erweist sich der folgende von G. Herglotz in seiner Vor- 
lesung von 1933 angegebene Satz als nützlich. Es sei die Funktion 
/(ïi> Ï2> • • •» ïn) ®'bbângig von n Punkten in der Ebene und sei 1. sym- 
metrisch in diesen Punkten und 2. für t> 0 homogen von Grad p : 

(233) /(«ji, h,..., ï„). 

Dann gilt für Intégration über einen Eibereich 


(234) 


J* f (ïl ) Ï 2 ) ïl ?2 = J ^ ^ ’ 

V2> ïa) Ï1Ï2Ï3 = f(ï> Ï2. 


Ï3)«£2£3- 


Dabei wird immer eine Flâchenintegration über ^ ersetzt durch eine 
Intégration über den Rand von indem rechts s das Bogenelement an 
der Stelle j dieses Randes bedeutet, Derartige Intégrale sind die in § 8 
mit T bezeichneten und im folgenden das Intégral G in (249). Der Beweis 
von Herglotz arbeitet mit der Ersetzung der Randlinie durch eine be- 
nachbarte Parallèle, 

2. Unter den Ergebnissen Croftons von 1868 mag noch das folgende 
erwâhnt werden. Es seien ^0 und ^ zwei Eibereiche, von denen ganz 
innerhalb von ^ liegt, so daû ^ — 91 ein Ringgebiet ist. co sei der 

Winkel, unter dem man von einem Punkt % aus (auBerhalb ^0) Ko sieht 
(0 < G) < 7C). 

Dann ist 

(235) f oi% = 7 i{R — 2A) . 

& 

Dabei bedeutet R den Flâcheninhalt von 9î und A die mittlere Flàche, 
die von den Tangenten in Richtung 93 an von ^ abgeschnitten wird 
(Fig. 12): 
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Man beweist dies, indem man die „Anzahr‘ der Schnittpunkte be- 
rechnet zwischen den Geraden, die treffen, und allen Geraden der 
Ebene, soweît diese Schnittpunkte in 91 liegen. 

Vergleiche auch R. Deltheil, Probabilités géométri- 
ques, Paris 1926, S. 79. Nebenbei: Für die Dichte 
der Schnittpunkte zwischen den Geraden, die eine 
Eilinie ^ schneiden und denen, die sie nicht schnei- 
den, findet Crofton den Ausdruck 2 sinaj, 

3. Es sei ^ ein f ester Eibereich, eine bewegliche 
Strecke auf der beweglichen Geraden g von der festen 
Lange Z , A sei die Lange der Strecke © ^ und s die Lange der Sehne g ^ 
(Fig. 13). Dann besteht folgende Beziehung: 

Dabei bedeutet die kinematische Dichte von © und S„ das in § 8 
eingeführte Intégral (101). Insbesondere ist 

(238) = 3 (1-GF2, 

wenn t den mittleren Abstand zweier Punkte 
von bedeutet, also nach (102): 

(239) J 

Diese Formeln (237), (238) stammen von L. A. Santalô 1935. 

4. Es sei ^ eine feste Eilinie, r eine Strecke ^ dem Durchmesser 
von Sî (Durchmesser — grôBte Entfernung zweier Punkte von 5Î). Um 
jeden Punkt % aufierhalb schlagen wir einen Kreis mit dem Halb- 
messer r. Die (durch den Winkel gemessene) Anzahl aller Halbmesser 
dieses ICreises, die mit der Eilinie genau einen Punkt gemein haben, sei 
€Oi ; die Anzahl derer, die genau zwei Punkte gemein 
haben, sei 0)2 (Fig. 14). Dann ist (nach Santalô 1935) 

(240) f (0^1=2 71 F, 

(241) f(Oii = 2{rU — 7iF). 

Darin bedeuten F und U Flàcheninhalt und Um- 
fang von 

5. Man nennt eine Eilinie ^ von konstanter Breite, wenn ihre Stûtz- 
funktion der Bedingung 

(242) ^(ç)) p(ç) itt) = konst. 
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genügt, weim also parallèle Stützgeraden feste Entfemung haben. Die 
„Wahrsclieinlichkeit“, dafi zwei Sohnittgeraden g und g' von ^ sich 
unter einem Winkel cd ^ « treffen, ist (nach Santalô 1935) 

(243) <0 = ^. 

6. Den Invarianzsatz von § 4 kann man von der Optik auf die Kine- 
matik erweitern. Es sei eine feste und eine bewegliche Kurve. 
Beide sollen sich in einem Punkt j treffen. Hipr werde an der Tan- 
gente in J an ^ in eine Kurve ^2 gespiegelt. Dann besteht zwischen den 
kinematischen Dichten von £ 1 , £2 Beziehung 

(244) ^i-fSÎ2=0. 

Vgl. (130) in § 10. 

7. A, Es sei ^0 fester und , 5^2 , • • • , seien n bewegliche Eibereiche, 
Fi der Flâcheninhalt von und F der Flâcheninhalt des Durchschnitts 
aller ; i = 0 , 1 ; endüch ® < die kinematische Dichte von . 
Dann ist 

(245) f Ftitg . . . = {2nYFi,F^ . . . F„. 

Es sei ferner U der Umfang des Durchschnitts ^0 • î'ür ihn 

gilt 

(240) ^ ^2 • • • = (2;r)" { î/oFiFj . . . UiF ^ F^ 

FqF 2 F„ F f^F ^F^ .. . U 

B. Betrachten wir aile Lagen ® 2 > • • •> derart, daB der Durch- 

schnitt ^0 =t= 0 ist, so finden wir 

y’ti ^2 • • • = 

(247) = {2nY (F ^F g • • • F„ -f- F qF 3**-F„-|-*.*-fF ^F ^ • F „_i) 

-f (2;7r)’‘~^(?7o UiFj* ••F„-f U qF^^^U 2 " - F ^ ••• -fF^Fj* •• Un-i U^). 

Konvexitât der Linien ist dabei nicht nOtig. 

C. Es sei ^ein fester Eibereich und ^2 bewegliche Linien und n die 

Anzahl der Sohnittpunkte ^ 1^2 innerhalb ^0 (I'’ig* 15). 
Dann ist 

(248) = . 

Vgl. L. A. Santalô , Hamburg. Abhandlungenl 1 (1936), 
S. 231 ff. 

8. Man stelle die zu (246)— (248) entsprechenden Formeln auf für den 
Fall, daB die ^i{i = 1, 2, .. .,n) nur parallel verschoben werden (vgl. 
§ 16 ). 



Fig. 16 . 
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9. Fragen von folgender Art scheinen ziemlich schwierig zu sein. Es 
sei eine unendliche Folge von Zahlen 0; k = 0, 1,2, ... gegeben. 
Welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daû es dazu einen Eibereich ^ gibt derart, daû die 8 die zugehôrigen in 
§ 8 betrachteten Intégrale der Sehnenpotenzen 

<101) s, =f ««a 

sind ? Falls zu vorgeschriebenen 8^ ein Eibereich ^ vorhanden ist, wie- 
weit ist er durch die iS*. bestimmt? Teilergebnisse in § 11 (156). 

10. Es sei ^ ein Eibereich und 1 1 ^6 absolut genommene Drei- 

ecksf lâche mit den Ecken . Für das Intégral 

(249) C} =f\pip2p3pip2p3 

Pi<St 

gelten die Beziehungen 

<250) 4 = 0.2955..., 

(251) 4^jS -J =0.333.... 

Dabei gilt in (250) das Gleichheitszeichen nur dann, wenn ^ von einer 
Ellipse, und in ( 25 1 ), wenn ^ von einemDreieck berandet ist. W. Blaschke, 
Über affine Geometrie 11. Lôsung des „Vierpunktproblems“ von 
Sylvester ..., Berichte der math.-phys. Kl., Leipzig 69 (1917), 
S. 436—453 und W. Blaschke , Vorlesungen über Differentialgeometrie 2 
(1923), S. 55—57. Es wâre wünschenswert, diese Beweise umzugestalten 
in der Art von Santalô (§11, § 13). 

11. Es sei ^0 ein fester Eibereich und <3 ein von zwei parallelen Geraden 
im Abstand b begrenzter beweglicher Streifen. Als Dichte <3 von 3 
kônnen wir die einer seiner Begrenzungsgeraden nehmen. / sei der 
Flàcheninhalt des Durchschnittes nnd 7 die Lange seines Umfangs. 
Dann hat Santalô 1935 folgende Beziehungen entdeckt: 

(252) //© = ?r6F„, 

(253) 3 = 2 TtFff 7t b 

und für die „Gesamtzahl“ der Streifen, die treffen, 

(254) f<B=U^-{-nb. 

Darin bedeuten Fq und Flàche und Umfang von 

12. Die Lage eines Achsenkreuzes X in der Ebene kann man festlegen 
durch Angabe von Drehpunkt § und Drehwinkel 99 der Drehung, die ein 
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festes Aohsenkreuz 3£o nach 3Ê bringt. Daim ergibt sich für die kine- 
matische Dichte 


(255) 


3Ê = 4sin*| . 5 ^. 


13. Ein Aohsenkreuz 3Ê in der Ebene gehe aus einem festen Xq da- 
durch hervor, daB man 3£o erst an einer Geraden g spiegelt und dann 
làngs g um die Strecke h verschiebt. Dann ist die kinematische Dichte 

(256) 3Ê = 2g^. 

14. Es sei ® eine feste Kurve und g eine bewegliche Gerade, die aus 
® die wSchnittpunkte mit den Koordinaten i = 1, 2, . , w; /b = 1, 2 
ausschneidet. Dann sind 


(257) 






die Schwerpunktskoordinaten der homogen mit Masse belegten Linie 

15. Es sei 2)îo festes Gebiet und g eine bewegliche Gerade. Der 
Durchschnitt gSïlîo habe die Gesamtlânge s und homogen mit Masse 
belegt den Schwerpunkt mit den Koordinaten Dann ist (vgl. (110)) 


(258) 



wenn F q der Flâcheninhalt von und und die Schwerpunktkoordi- 
naten des homogenen Gebiets sind. 

16. Es sei S’a eine feste und ^ eine starr bewegliche Linie. 
i = 1, 2, . . . w; A: = 1, 2 die Koordinaten der Schnittpunkte von ^o> 
Dann gilt für die Schwerpunktskoordinaten der homogenen Kurve 


(259) 



wenn Lo. L die Langen von to, ^ bedeuten. Vgl. (142). 

17. Es sei 9)îo ein f ester Bereich, ^ eine starr bewegliche Linie, l die 
Gesamtlânge des Durchschnitts und die Schwerpunktskoordi- 
naten der homogenen Kurve I>ann gilt für die Schwerpunkts- 
koordinaten des homogenen Bereichs StJlô (vgl. (194)) 


(260) 
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18. Es sei ^0 ein fester und ein starr beweglicher Bereich, F^i der 
Flâcheninhalt ihres Durchschnitts und die Schwerpunktkoordi- 
naten dieses homogen mit Masse belegten Durchschnitts ^o^i* Dann sind 

(261) = 

jFoxSix 

die Schwerpunktkoordinaten des homogenen Eibereichs Vgl. (188). 

19. Es sei SJÎo fester Bereich; fg zwei starr bewegliche Kurven 
mit den Schnittpunktskoordinaten i — l, ...n; k — 1,2. Dann gilt 
für die Schwerpunktskoordinaten des homogenen Bereichs SJÎq 

j *iJlc '^2 

(262) V. = - 

jnÈi 

Die Bezeichnung ist dabei dieselbe wie in (248). 

20. Ist (in der Bezeichnung von § 13) für eine Kurve die „Anzahl“ 
J„> 0, aber J„^^~ 0 für i> 0, so kônnte man n die „kinematische 
Ordnung“ von nennen. Die Kreise sind dann unter den Eilinien 
durch die kinematische Ordnung 2 gekennzeichnet. Was làBt sich über 
die Eilinien der kinematischen Ordnung 4 aussagen ? 


8nl!\ (/, U,J* 2^*^ 
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